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Capítulo 1
Espacio vectorial normado

Resumen Cada capítulo debe ir precedido de un resumen (no más de 200 palabras)
que resuma el contenido.

Definición 1.1 Sea - un espacio vectorial sobreR (C), ‖ ‖ : - → R se llama norma
real (compleja) en - si:

i) ‖G‖ = 0 =⇒ G = 0. Definida, Separación.
ii) ‖_G‖ = |_ | ‖G‖ ∀G ∈ -, _ ∈ R (C). Absolutamente Homogénea,

Homogeneidad Positiva.
iii) ‖G + H‖ ≤ ‖G‖ + ‖H‖ ∀G, H ∈ - . Desigualdad Triangular, Subaditiva.

‖G‖ se llama norma de G. (-, ‖ ‖) se llama espacio vectorial real (complejo) nor-
mado.

1.1 Subespacio vectorial normado

1.1 Sea - un espacio vectorial normado. Luego, G = 0 =⇒ ‖G‖ = 0.

1.2 Sea - un espacio vectorial normado. Luego, G ≠ 0 =⇒ ‖G‖ ≠ 0.

1.3 Sea (-, ‖ ‖) un espacio vectorial normado. Luego: ‖G‖ ≥ 0∀G ∈ - . Positiva

1.4 Sea ‖ ‖ una norma en - . Luego, 3 (G, H) = ‖G − H‖ es una métrica en - . Es decir,
todo espacio vectorial normado es un espacio métrico. 3 se llama métrica inducida
por la norma ‖ ‖.

1.5 Sea (-, ‖ ‖) un espacio vectorial normado. Luego: ‖G‖ ≥ 0∀G ∈ - .

1.6 Sean - un espacio vectorial, {G1, G2, . . . , G=} ⊂ - linealmente independiente.
Si ‖ ‖ : 〈{G1, G2, . . . , G=}〉 → R donde ‖G‖ =

∑=
:=1 |_: | y G =

∑=
:=1 _:G: , entonces

‖G‖ ≥ 0.

1.7 Sea - un espacio vectorial normado. Luego, G ≠ 0 si y solo si ‖G‖ > 0.
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4 1 Espacio vectorial normado

1.8 Sea (-, ‖ ‖) un espacio vectorial normado =-dimensional, i : R= → - donde
‖G‖∗ = ‖i (G)‖. Luego, ‖G‖∗ ≥ 0.

1.9 Sean (-, ‖ ‖) un espacio vectorial normado de dimensión =, {{1, . . . , {=} una
base de - , 5 : - → R=, donde 5 (G) = (H1, . . . , H=), G =

∑=
:=1 H:{: . Si ‖H‖∗ =

 5 −1 (H)



, entonces ‖H‖∗ ≥ 0.

1.10 Sean - un espacio vectorial, {G1, G2, . . . , G=} ⊂ - linealmente independiente.
Luego, ‖ ‖ : 〈{G1, G2, . . . , G=}〉 → R donde ‖G‖ =

∑=
:=1 |_: | y G =

∑=
:=1 _:G: , es

una norma.

1.11 Sean

1.12 Sean

1.13 Sean

1.14 Sean

1.15 Sean

1.16 Sean

1.17 Sean

1.18 Sean

1.19 Sean

1.20 Sean
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Soluciones

Problemas del Capítulo 1

1.1

G = 0
‖G‖ = ‖0‖

= ‖0G‖
= |0| ‖G‖
= 0 ‖G‖
= 0

1.2 Asumamos que ‖G‖ = 0 =⇒ G = 0. Contradicción. ∴ ‖G‖ ≠ 0.

1.3 Se tiene que:

‖G + H‖ ≤ ‖G‖ + ‖H‖
Sea H = −G.

‖G + (−G)‖ ≤ ‖G‖ + ‖−G‖
‖0‖ ≤ 2 ‖G‖

0 ≤ 2 ‖G‖

∴ ∀G ∈ - : ‖G‖ ≥ 0.

1.4

i) 3 (G, H) = 0 si y solo si G = H.
3 (G, H) = 0 ⇐⇒ ‖G − H‖ = 0 ⇐⇒ G − H = 0 ⇐⇒ G = H.

ii) 3 (G, H) = 3 (H, G) ∀G, H ∈ - .
3 (G, H) = ‖G − H‖ = ‖− (H − G)‖ = |−1| ‖H − G‖ = ‖H − G‖ = 3 (H, G) .

iii) 3 (G, H) ≤ 3 (G, I) + 3 (I, H) ∀G, H, I ∈ - .
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16 Soluciones

3 (G, H) = ‖G − H‖ = ‖G − I + I − H‖ ≤ ‖G − I‖ + ‖I − H‖ = 3 (G, I) + 3 (I, H).

1.5 3 (G, H) = ‖G − H‖ es una métrica en - . Se tiene que 3 (G, H) ≥ 0∀G, H ∈ - =⇒
‖G − H‖ ≥ 0∀G, H ∈ - . Sea H = 0 =⇒ ‖G‖ ≥ 0∀G ∈ - .

1.6 |_: | ≥ 0∀: ∈ N =⇒ ∑=
:=1 |_: | ≥ 0 =⇒ ‖G‖ ≥ 0.

1.7

(⇒) Se tiene que ‖G‖ ≥ 0∀G ∈ - . Asumamos que ‖G‖ = 0 =⇒ G = 0. Contradic-
ción. ∴ ‖G‖ > 0.

(⇐) Asumamos que G = 0 =⇒ ‖G‖ = 0. Contradicción ∴ G ≠ 0.

1.8

Sea G ∈ R=.
i (G) ∈ - ‖i (G)‖ ≥ 0

‖G‖∗ ≥ 0.

1.9 .

1.10 .

1.11 .

1.12 .

1.13 .

1.14 .

1.15 .

1.16 .

1.17 .

1.18 .

1.19 .

1.20 .


