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1. Corpos e Sistemas Lineares (06/01/2021)

Defini¢do 1.1 (Corpo). Um corpo é um conjunto ndo vazio F munido de duas operagdes: adi¢do mais e multiplicagdo.

+:FxF—TF cFxF—TF
(x,y) —x+y (X, ) = x-y

e tais que en (F, +)
(A1) (Asociatividade na adi¢do) (x + y) +z=x+(y +z2), Vx,y,z € F;
(A2) (Existénza de neutro aditivo) 30 e Ftalquex +0=0+x = x, Vx € I;
(A3) (Existénza de elemento oposto o inverso aditivo) Dado x € F, existe —x € F tal que x 4+ (—x) = (—x) + x = 0;
(A4) (Conmutatividade na adigdo) x +y =y +x, Vx,y € F;

e (F\{0}.")
(M1) (Associatividade na multiplicacdo) (x-y) -z =x-(y-z), Vx,y,z € F;
(M2) (Existénza do elemento neutro na multiplicacdo) 31 e Ftalquex-1=1-x = x,Vx € F;
(M3) (Existénza inverso multiplicativo) Dado x € F \ {0}, existe x ' e Ftalque x - x™ ' =x7'-x = 1;
(M4) (Conmutatividade na multiplicacdo) x-y =y -x, Vx,y € IF;
(D) (Distributiva) x-(y +z)=x-y+x-z,Vx,y,z € F.
Proposicao1.2. x-0=0,Vx € .
Demonstragio. x -0 L. (0+0) 2 x.0+x-0. Assim

X 0+x-0+(—x-0)=x-04+(—x-0)
=0 =0
x-0+020

x-020,




Exemplo 1.3.
a) (Z,+,-) ndo é um corpo. De fato ndo existe o inverso multiplicativo de 2 em Z, ou seja, a equagdo 2 - x = 1 ndo se resolue em Z;

b) (Q.+,-) é um corpo, onde Q = {% |a,beZ,b7éO}e%+§:“db;b"e%.g:ﬂ,

c) (R,+,-) éum corpo (conjunto dos ntimeros reais);

d) (C,+,:) éum corpo,onde C = {a +bi |a,b €R, ei* =1},

+:CxC—C “CxC—C
((@a+bi),(c+di)—>(a+c)+b+d)i ((a+bi),(c +di))—> (ac —bd) + (ad + bc)i

(a +bi)(c +di) =ac+adi + bci + bdi* =
=ac+ (—1)bd + (ad + bc)i =
= (ac — bd) + (ad + bc)i.

C é chamado del conjunto nos ntimeros complexos. Tome a + bi € C\ {0} (0 = 0 + 0i).

Assim

(a + bi)(a —bi) = a* + b* + (ab — ba)i =
=a’+b*#0
(a + bi)(a—bi)(@®+b%) " =1.

Logo (a + bi)y™' =

—a _ _b

aZ+b2  aZ+b2 -

e) (Z/pZ,+,-) é um corpo,onde p éprimoeZ/pZ ={a|lacZ},a=4{a+ pn|neZie0<a<p-—1

+:7Z/pZ x 7| pZ. —> 7] pZ L] pZ X L] pZ —> 7.] pZ
(E,B)|—>a—|—b (E,E)l—)d-b

Tome p = 3. Assim Z/3Z = {0, 1,2}.



+(0[1|2 ——
e - 1]2
0(0|1]2 e
— 112
1 [1(2]0 e
e 21201
2 12101
242=2+2=4=3-1+1=1.
Note que a equagdo x? + 1 = 0 ndo tem solucdo em (Z/ pZ, +, -).
Defina: F = {a+5i 1@,h€Z/3%ei? = i}.
+:FxF—TF “FxF—TF

(@+bic+di)—@+o)+ (b+d)i  (a+bic+di)r— (a-c+2b-d)+(a-

Mostre que (FF, 4, -) é um corpo com 9 elementos.

Definicdo 1.4. A caracteristica de um corpo F é o menor inteiro positivo n (se existir) talque 1 +---+ 1 = 0.
N———

n
Se tal n ndo existe, diremos que F tem caracteristica 0.

Proposicdo 1.5. Seja [F um corpo. Sea caracteristica de F' é um inteiro positivo n, entdo n é primo.

Demonstragio. Exercizio.

Exemplo 1.6.
2x +3y =1
a) Resolva em Q o sistema Y
x+4y =2
2x+3y =1 2x +3y =1 2x +3y = 3
X+4y=2 ox—8y ——4 5y =-3 Y=
2x +3 5 1
X — =
5
2 +9 I = 2 4:> 2
X+ -= xX=—= xX=—-.
5 5 5

S

Sal

ol



b)

Dai (1, 1) é solugdo do sistema.



2. Sistemas lineares (07/01/2021)

Definicdo 2.1 (Sistema linear). Um corpo é.

al ............
anxi +anxzs+ -+ amxy = y2 :
A21X1 + A2 Xy + -+ + AapXy = V2 dpr-e
Am1X1 + AmaXa + -+ AmnXn = Ym . c
ay das
Cr(anxa + -+ apmxp) + -+ (@mX2 + - + AmnXn) = C1Y2 +** + CmYm
(c2a11 + -+ cmam) X1+ -+ (C1a1n + -+ Cm@un) Xn =C1y2+ -+ CmYm
2x+3y—z4+w=>5
x—y+2z-2w=1
2x+y+z4+w=3
XxX—y+2z-2w=1
2x+3y—z4+w=>5
2x+y+z4+w=3
X—y+2z-2w=1
5y =5z +5w =3
3y—-3z4+5w =1
X—y+2z-2w=1
y—z4+w=3/5
y—z+5/3w=1/3
xX+z—w=38/5
y—z+w=3/5
1 3 5—-9 4
2B3w==-—=-=—=——
3 5 15 15
12 4 2
D == ——

30 10 5

.Cln



{(x,y,z,0)eQ* |x=—2+¢y=2+1,zeQu=-2} =
={(-z+%z+1,2z,-2) |z Q}

xX+y=2 x4+2y=5
x—y=0 x—y=-—1

fi4l, ..., m}x{l,..., ny—F=7f(@7J) =a;.

fan @2 - f(ln) ap Az -+ din
f(291) f(2’2) f(2,l’l) a1 dpzz -+ dap

FD f@2) - fan)) \am am - aun



3. Matrizes (08/01/2021)

Podemos denotar uma matriz 4 sobre um corpo F de ordem m x n por A = (a;;)
Sejam A = (a;;)

mxn’

n €B = (b jl)nxp duas matrizes sobre um corpo F. Definimos o producto de A por B como a matriz C = (c¢;;),x, dada por

n
cil = Zaijbjl = apnbii + -+ ainbni

j=1

bll b12 b13

b21 b22 b23

O ayibyz + aizba

ary ain O O az1b1z + aszbys
asz asn
asy asn ﬁo
as a4
Figura 3.1.: Ilustragéo.
air - din byp - blp C11 - Cip

Am1 **° Admn bnl bnp Cm1 -+ Cmp



Exemplo 3.1. Temos que
(1 2) (1 0 4) . ( 7 4 14)
2 —1),,\3 2 5/, -1 =2 3],
Proposigdo 3.2. Sejam matrices 4 = (a;;),  , B = (Clj])nxp e C = (aix) yx, Matrizes sobre um corpo F. Entdo (4B) C = A(BC).

Demonstragio. Veja que (AB) C = (k) yxg, AB = (di1)yx, ONde

n
dit = aijb;i
=1

n
Ak = Zdzlclk = Z > aibj | e =
I=1

I=1 \Jj=1

p

=2 Zau new | =

SN

com A(BC) = (Bik)mxq-

Chamaremos a matriz quadrada 7, = (8;;), _definida por

mxXm

1 ,sei =],
8ij = . |
0 ,sei # j,

de matriz identidade de ordem m x m.
Note que se 4 = (aj1), ., entdo [,,A = A, e se B = (by;),x, entdo Bl,, = B.
InA = (Cil)mxm € tal que ciy = Y7 8i5a = ajyconl <i <m,e [,A = A.

Exemplo 3.3. Se m = 3, entdo

I3 =

S O =
o - O

0
0].
1

Dizemos que uma matriz quadrada 4 = (a;;)  tem inversa se existe uma matriz B = (b;;) _tal que AB = BA = I,,.

mxm
Denotaremos a matriz B por AL,

mxm

Definic¢do 3.4. Seja ¢ € F \ {0}. Uma matriz quadrada de ordem m x m E é dita elementar se E é de uma das formas



1. E1 = (eij) onde

mxm’

con k um inteiro fixo entre 1 e m;

2. E> = (e;)) onde

mxm’

8ij, seiF#lei#k
eij = (01, sei =k

Skj, sei =1

con k < [ inteiros fixos entre 1 e m;

3. E; = (eij),,,,, onde

m=3,k=2,1=3
e = 00" Pk 10 0
Skj+c-dy, i=k 01 ¢
0 01
Exemplo 3.5. Calcule
1 0 0\ /1 2 3 -1
01 2 2211:(123—144—1511—12)
00 1/)\11 -1 2

Dada uma matriz 4 = (a;;), 0 efeito de multiplicar uma matriz elementar E por 4 pode ser colocado como:

1. E{A: multiplica uma linha k de A por um escalar c;
2. E,A: troca duas linhas [ e k de posigdes (k < I);

3. E3A: soma uma linha k com outra linha / multiplicada por um escalar ¢ € F.



4. Matrizes e sistemas lineares (09/01/2021)

1

Defini¢do 4.1 (Matriz reducida por linhas). Uma matriz 4 = (a;;) sobre I é deja reduzida por linhas se

mxXn
1. O primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula é igual 1;

2. cada columna que possui o primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo possui todos os outros elementos iguais a 0;
Sea além disso, esa matriz A satisfaz

3. todas linhas nulas ocorrem abaixo das linhas ndo nulas;

4. Se l,...,r (r <m) sdo as linhas ndo nulas de A com os primeiros elementos ndo nunos ocurrendo nas colunas ki, k», k,, respectivamente, entdo k; <
k, <.+ < k,, dizemos que A estd na forma escada reduzida.

Dizemos que A esta na forma escada reduzida.

Exemplo 4.2. 1. As seguintes matrizes estdo na forma reduzida:

) 0123 0 00
VA1t o1 1) o |o o of,
0 00
00 1 000
b) |1 0 1], d) {01 1 2}.
10 0000
2. As seguientes matrizes estdo na forma escada reducida
1 0 2 0 1 0
a) [0 1 3 0], b) {0 1],
00 01 00
1 23 01
Jlooo1 of

! Aula de reposicdo.



Observacgao 4.3. 1. Se A = (a,- j)an estd na forma escada reduzida e tem a tltima linha ndo nula, entdo 4 = [,,;
2.Se AX =0e

Definic¢do 4.4. .



5. Espacos vetoriais (12/01/2021)

Defini¢ao 5.1. Um conjunto néo vazio V' é chamado de espago vetorial sobre um corpo I se em V estdo definidas duas operagdes

+:VxV —V cFxV —V

(u,v) —u + v (c,v)—>c-v

(Al) u+(v+w)=wu+v)+w,Vu,v,w V.

(A2) Existe um tinico vetor nulo O € V tal que

v+0=0+4+v=v,YvelVl.

(A3) Dado v € V, existe um tnico vetor —v € V tal que v + (—v) = (—v) + v = 0;
(Ad) u+v=v+u,Vu,veVv.

(E1) 1-v=v,YveV,ondel €F.

(E2) (ck)v=c(kv),YveV,EeVc,k €F.

(E3) c(u+v)=cu+cv,YVu,veV,VceF

(E4) (c+k)v=cv+kv,VveVec,keF.

Exemplo 5.2.

1. Se IF é um corpo, entdo
F*" ={(x1,....xp) | x; €F,i =1,...,n},

com n um enteiro positivo, é um espago vetorial sobre IF, onde as operacdes sdo dada por
+:F*" xF* — F" “FxF'— F"
(1see s Xn) V1o s ) — (X1 + Vi X+ 0) (c,(X1,...,%0)) —> (cX1,...,CXp) .

2. Se K é um subcorpo de F, entdo IF é um espaco vetorial sobre K.



3. O conjunto

F™ = Muxn (F) = {A = (ij) 4, | aij € F},

onde IF é um corpo, munido das operagdes
+: F X T — T < F x F™" — "
(4, B) = (@) iy + (Bid ) s = (@i + 51) (€, A) = ¢ (@3j) iy = (€ @) i
é um espaco vetorial sobre F.
Proposi¢do 5.3. Em um espaco vetorial valem
1. 0-v =0;
2.¢-0=0;
3. —v = (—1) v, para todo vetor v.

Definicdo 5.4 (Subespaco vetorial). Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F. Um subconjunto ndo vazio W de V' é chamado de subespaco vetorial de V/
se W munido das operagdes de V' é um espago vetorial.
e Em outras palavras, W é um subespaco vetorial de V' se
1. 0 e W;
2. wy +wy, € W,Vw,wy, € W;
3.c-cweW,VceFeweW.

Mais ainda, W é um subespaco vetorial de V' se
e 1. W évazio;

2. wyt+cw,eW,VeeFeVwy,w, € W.

Exemplo 5.5.
1. {0}, V sdo subespacos vetoriais de V;
2. Seja A = (aj5),,

«, Uma matriz sobre um corpo F. Entdo o conjunto solugéo do sistema homogéneo

Aanl = Omxl

é um subespago vetorial de .



Demonstragdo. Seja W o conjunto solucdo de AX = 0. Note que W é ndo vazio, pois (0,...,0) € W. Sejam X,, X; duas solu¢des de AX = 0. Assim

A(X()—I—CXl) :AXO+CAX1
=04c¢-0=0

para todo ¢ € F. Dai Xy + cX; € W e o resultado segue. |

3. W ={4 = (aij),,, | a11 = 0} é um subespago vetorial de F**? = M3, (F);

3x2

4. W ={f:R—R| f (1) =0} é um subespacgo vetorial F = { f:R — R | f é funcdo.}.

(M =f®+g®), <)) =cf(x).]

Proposicdo 5.6. Sejam V' um espaco vetorial e {W;},.; uma familia de subespacos vetorialis de V, onde / é um conjunto de indices. Entdo sdo subespagos de
V:

1. Nier Wi;

2. ZieIWi = {wi1 +w, +--+w;, | w;, € W, en €Z>1}.

Demonstragao.
Note que N;cr W; é ndo vazia, pois 0 € W;, Vi € I. Se u,v € Nje;W; e c € F, entdo

u+cve W paratodoi € [
pois W; é subespaco, dai u + cv € N;er W; e o resultado segue.
2. Note que ) ,.; W; énndo vaziapois0 € ) ,.; W;. Tomeu,v € ) ,.; W; ec € F. Assim

U+cv= (u,-l +"'+Mie)+C(Uj1 +"'+vjk) =
=uy +---+uj, +cvj +- 4 cy, GZVVI

iel
[ |
Observagdo 5.7. Nem sempre a unido de subespacos é um subespago, mas ();¢; Wi € Uit W; € ) 1c; Wi
Definicdo 5.8. Sejam V' um espaco vetorial e vy, ..., v, vetores de V. Dizemos que um vetor v € V é uma combinacgdo linear dos vetores vy, . .., v, se existem

escalares ¢y, ..., ¢, € F tais que
v :C1U1 +"'+Cnvn.

Exemplo 5.9.



1. Todo vetor de R? é uma combinacdo linear dos vetores (1,0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1). De fato,

(x,y,z) =x(1,0,0) + y (0,1,0) + z(0,0,1);

2. Todo vetor de C* é uma combinacio linear dos vetores (i, 1,0), (0, 1,0), (0,i,i). De fato,
(x,y,2) =—xi (i,1,0) + (y +xi —2)(0,1,0) — zi (0,7,i).
Proposi¢do 5.10. Se S é um subconjunto nado vazio de um espaco vetorial V', entdo o conjunto
W ={civy + -+ cpv, | v; € Sec; € F}
é um subespaco vetorial de V.
Demonstragdo. Note que W é ndo vazio, pois § € W. Sejam u,v € W e c € F. Entdo

u+cv=_(ciuy + -+ cpty) +c (kv + - + ki) =
=ciUy + -+ cpity + (cky) vy + -+ + (ckm) v, € W.

Defini¢ao 5.11. Dado S um subconjunto de um espaco vetorial V', chamaremos ao subespaco

(S) = ﬂ W, |onde W é subespaco de V
scw

de subespaco de V' gerado por S. (Assum (@) = {0}.)
Proposic¢do 5.12. Se S é um subconjunto ndo vazio de V, entdo
(S) ={civy+---+chvp |vieSecieF} =W

Demonstragdo. Pela proposi¢do 9, W é um subespaco de V que contém S, logo (S) € W por defini¢do. Tome w € W. Entdo existem vetores vy,...,v, em S e
escalares ¢y, ..., c, € IF tais que
W= cvi +--+ cpvpn €Nscyl,
N—— N——

eNscuU eNscuU

onde a interse¢do é tomada em todos os subespagos U de V que contém S. Dai W C (S). [ |

Exemplo 5.13.

1. Pelo exemplo 8-b, temos que
C* = ((1.1,0),(0,1,0),(0,7,1));



2. Considere o sistema linear

x+y+ z=0\x+y+z=0
2x+y+2z=0 —y =0
Dai W = {z (—1,0,1) | z € R} é solucdo do sistema dado. Note que
W ={z(-1,0,1) |z e R} = ((—1,0,1)).

W={z+yyz)l|zyeR}
={y(1,1,0)+z(1,0,1) | y,z € R}
= ((1,1,0), (1,0, 1))

x+y+ z=1 xX+y+z=1
=
2x+y+2z=2 -y =0

S={1-2,0,2) | zeR} ={(1,0,00+z(-1,0,1) | z e R}



6. Espacos vetoriais de dimensao finita (13/01/2021)

Definic¢do 6.1. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F. Um subconjunto S de V' é chamado linearmente dependente (LD) se existem n vetores distintos
Vi,...,V, € S eescalarescy,...,c, € IF, ndo todos nulos ((cy,...,c,) € F" \ {(0,...,0)}), tais que

cilvy + -+ cyv, = 0.
Caso contrdrio, S é chamado de linearmente independiente (LI), ou seja, se vy,..., v, € S sdo vetores distintos de S tais que
cilvy + -+ cyv, =0,
entdoc; =---=c¢, = 0.
Definic¢do 6.2. Dado um espaco vetorial V' sobre um corpo F, dizemos que um subconjunto S é uma base de V' se
1. (S) =V,
2. SéLL
Exemplo 6.3.
1. Considere o espago vetorial C* sobre C. Note que o conjunto
{(,1,0),(0,1,0),(0,i,i),(0,3,2)}

é LD, pois
(0,0,0)=0-(,1,00 +1-(0,1,0) + (=2i)-(0,i,i) + (—1) - (0,3,2)

mas
((i,1,0),(0,1,0),(0,i,i),(0,3,2)) = C?;

2. Ja{(i,1,0),(0,1,0),(0,i,i)} é uma base de C3, pois

ix =0
x({,1,0)+y(0,1,0) +z(0,i,i) = (0,0,0) = xX+y+iz=0 — x=y=z=0.
iz=20

logo é LI e gera C*



3. e=14(10,...,0),(0,1,...,0),(0,0,...,1) ¢ éuma base para ", chamada candnica.

n n n

Teorema 6.4. Seja IV um espago vetorial e vy, ..., v, vetores de V' com mais do que m elementos é LD.
Demonstragdo. Sejam uy,us,...,u, € V comn > m. Escreva

U =dapV; + -+ amm

Up = A1V + ++ + AmaUy

Up =da1pV1+ -+ AmnUm
Afirmacdo: existem escalares x; ..., x, € F, ndo todos nulos, tais que

xiuy + -+ xpu, = 0.
De fato,
(6.1) firstequation
secondequation
(6:2) i
ontwolines

(6.3) thirdequation
Para que x;u; + --- 4+ x,u, = 0 basta que o sistema linear homogéneo tenha uma solugao nula ((xy,...,x,) # (0,...,0)). Pela proposicdo 5 da aula 5, segue
que o sistema tem solugdo ndo nula. Afirmacao segue. [

Nas condig¢des do teorema 4, dizemos que o espacgo vetorial V' é finitamente gerado.
Proposicao 6.5. Todo espaco vetorial V' sobre um corpo F finitamente gerado possui uma base. Toda base de V' tem a mesma quantidade de elementos.

Demonstragdo. Sejam vy, ..., v, € V vetores distintos tais que (vy,...,v,) = V. Escolha u; € {vy,..., v} \ {0}. Note que {u;} é LI. Se (u;) = V, acabou, pois
{u;} serd uma base de V. Se (u;) C V, existe um u; € {vy,...,vn} \ {0} tal que uy ¢ (u1). Dai {u;,uo} é LI. Se (u1,us) = V, acabou, pois {1, u,} serd uma
base. Esse processo para em uma quantidade finita de passos, obtendo {u, ..., u,} subconjunto de {vi,...,v,} que é uma base de V. Sejam {u;,...,uz} e
{wi, ..., wg} duas base de V. Como (u;y,...,uy) =V, pelo teorema 4, k < [. Usando o mesmo raciocinio, chegamos a £ < k. Por tanto, { = k e o resultado
segue. |

Definigdo 6.6. Seja 1V um espago vetorial finitamente gerado. Chamaremos de dimensdo de V' a quantidade de elementos de uma base de V. Notagéo:
dim (V).

Exemplo 6.7.

e Note que C = {a + bi | a,b € R} pode ser olhado como um espago vetorial sobre C e sobre R. Sobre C, C tem dimensao 1, pois {1} é base. Ja sobre R,
C tem dimensdo 2, pois {1,i} é base.



e R sobre Q ndo tem dimensao finita.

Proposic¢do 6.8. Seja I/ um espaco vetorial de dimensdo n. Entdo

—_

. Qualquer subconjunto de V' que contém mais do que n elementos é LD;

2. Qualquer subconjunto de V' com menos do que n elementos ndo gera V;

3. Se W é um subespaco prépio de V, entdo dim (W) < dim (V);

4. Cada subconjunto LI de V pode ser completado para uma base de V;

5. Se U e W sdo subespagos de V, entdo dim U + dim W = dim (U N W) + dim (U + W).
Demonstragio. Exercicio!

Proposigdo 6.9. Se as linhas de uma matriz A = (a;;), , formam um subconjunto LI de F”, entdo A é invertivel.

Demonstragdo. Como dimy (F). Logo existem matrizes elementares E,, ..., E, tais que
Ei---E,A=1,

A1



7. Transformacoes lineares (14/01/2021)



8. Espaco vetorial L (V,W) (15/01/2021)



9. Matriz de uma transformacao linear (16/01/2021)



10. Funcionais lineares (18/01/2021)



11. Polinbmios (19/01/2021)



12. Fatoracao unica (20/01/2021)



13. Determinantes (21/01/2021)



14. Formas canonicas: operadores diagonalizaveis (25/01/2021)



15. Operadores diagonalizaveis (26/01/2021)



16. Polinbmio minimal (27/01/2021)



17. Formas de Jordan (28/01/2021)



Parte |l.
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18. Exercicios de Fixacao (08/01/2021)

1. Seja IF um corpo. Dizemos que um subconjunto K de [F é um subcorpo de F se K munido das operagdes de adicdo e multiplicacdo de F é um corpo.
Mostre que os seguintes subconjuntos sdo subcorpos de C.

(a)@(ﬂ)z{a+bﬁ|a,be@}; (b) QG)={a+bi|abeQei>=—1}; (c)@(iﬁ):{a+biﬂ|a,be@ei2=—1}.

Solucao
(a) -
(b) .
(c) -

2. Mostre que:
(a) Todo subcorpo de C tem Q como subcorpo;
(b) Todo corpo de caracteristica 0 tem uma cépia de Q;

(c) Se K contém propriamente R e é um subcorpo de C, entdo K = C.

Solucao
(a) .
(b) .
(c) .

(a) Mostre que B
F={a+bilabecZ/5Lei*> =23}

munido das operac¢oes



+:FxF—TF “FxF—T
((a+bi),(c+di)) > (a+c)+(b+d)i ((a+bi),(c+di))—> (ac +3bd) + (ad + bc)i

€ um corpo com 25 elementos;

(b) Mostre que Z/57 é um subcorpo de IF. Qual é a caracteristica de F?
Solucgao
(a) -
(b) -

4. Determine o conjunto solu¢ado de cada sistema linear dado.

xX—=2y+ z4+w=1 x —2iy +2z — w=20
(a) {2x+ y— z =3 emR, (c) S@2+i)x + z+ w=0 emC,
2x+ y—5z+w=4 2ix+ y—-5%4++i)w=0

x—§y+§Z—w=6
(d) {2x + z4+w=0 emZ/5Z,

2 -3 =0
x— 3y + ctw=1+3 e N

(b) (2+\/§)x+ y = z =3 emQ(ﬁ), X —2iy +2z —

w
2x + y—(l‘ﬁ)2+w=4 (€) (Hl_).x e o
2ix+ y—=3z+(1+i)w

0
0 em F de (a) da questdo 3.
0

Solucao
(a)
(b) .
(c) .
(d) .
(e) .



. Mostre que se dois sistemas lineares 2 x 2 possuem o mesmo conjunto solugao, entdo eles sao equivalentes. Determine, se existir, dois sistemas lineares
2 x 3 com mesmo conjunto solugdo mas ndo equivalentes.

Solucao

. Considere o sistema linear sobre Q

xX—=2y+ z4+2w=1
X+ y— z4+ w=2
x+7y—52— w=3

Mostre que esse sistema nado tem solugao.

Solucao

. Determine todos a, b, ¢, d € R tais que o sistema linear

3 -6 21 X a
-2 4 1 3 y| _|b
0O 0 1 1 z| |ec
1 =210 w d

tem solucao.

Solucgao

. Encontre duas matrizes A e B de ordens iguais a 3 x 3 tais que AB é uma matriz nula mas BA ndo é.

Solucao

. Mostre que toda matriz elementar é inversivel e calcule a inversa de cada tipo.



Solucao

10. Determine a matriz inversa da matriz

S O O =

Solucgao

11. Considere a matriz

Sl 2l DI =

Solucao

12. Considere a matriz
1

A=|-1
1

Encontre uma matriz na forma e uma matriz invertivel P tal que R = PA.

Solucao

S O NN

Sl 2l NI N

2
0
-2

S W W W

Sl Wl W W

—_ D =

N Y Y I Y N ~ B~ s

— U O



19. Exercicios de Fixacao (15/01/2021)

1. Defina sobre R? as seguintes operagdes:

+:R? x R? — R? <R xR? — R?
((x,y),(a,b)) —> (x +a,0) (¢, (x,y)) —> (cx,0)

O conjunto R? é um espago vetorial com essas operagdes?

Solucao

2. Defina sobre V = {(x,y) € R? | x > 0,y > 0} as seguintes operagdes:

+:R? x R? — R? <R xR?> — R?
((x,y),(a,b)) —> (xa, yb) (¢, (x, ) > (x,¥°)

Mostre que V' é um espago vetorial com essas operagodes.

Solucao

3. Resolva:
(a) Ovetor (3,—1,0, —1) pertence ao subespagco W = ((2,-1,3,2),(-1,1,1,3),(1,1,9,-5)) de R*?
xX—=2y+ z4+w+ t=0

(b) Determine uma base para o subespaco vertorial de R> das solugdes do sistema linear homogéneo {3x + y — z —4t=0;
2x+ y—=3z4w =0
x—2y+ z+w+t=0
(c) Determine uma base para o subespaco vertorial de (Z/ 57)° das solugdes do sistema linear homogéneo {2x + y — z +t=0,
3x + y + 324w =0



Solucao
(a) .
(b) .
(c) .

. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo F e U e W subespacos de V taisque U + W = V e U N W = {0}. Mostre que cada vetor v € V' é escrito de
maneira tinica comov = u +w,ondeu e Uew € W.

Solucao

. Mostre que o conjunto dos polindmios sobre uma varidvel com coeficientes em R é um espaco vetorial sobre R munido das operagdes usuais de soma e
multiplicacdo por escalar. Determine uma base para esse espago vetorial.

Solucao

. Seja S um subconjunto de um espago vetorial V. Mostre que S é LD se, e somente se, existir um vetor v € § que pode ser escrito como combinagao linear
dos elementos de S \ {v}.

Solucgao

. Considere o seguinte espago vetorial sobre R:

P3(R) = {a + bx +cx?+dx3 |a,b,c,d € R}.
(a) Mostre que a = {1,2 + x,3x — x%,x — x3} é uma base de P; (R);
(b) Escreva as coordenadas de p (x) = 1 + x + x? + x3 com relagio a base «;

(c) Determine as matrizes mudanca de base [I];, e [I]5, onde e = {1, x, x2, x3}.



Solucao
(a) .
(b) .
(c) .

8. Faga o que se pede:
(a) Considere a fungdo 7: C — M, (R) dada por

. x+ 7Ty S5y
a7 g |:—10y x—7y]'

Moste que T é uma transformacao linear. Prove que T (z122) = T (21) T (22) . V21,22 € C;

(b) Mostre que a composta de transformagdes lineares é uma transformagéo linear;

(c) Mostre que uma funcdo 7:F" — F é uma transformacao linear se, e somente se, existem escalares cy, ..., ¢, no corpo F tais que
T (xX1,....Xy) =cC1X1 + ...+ cpxyp.
Solucgao
(a) .
(b) .
(c) -

9. Faca o que se pede:

(a) Considere R* e seus subespagos W = ((1,0,1,1),(0,—1,—1,—1)) e U = {(x, y.z,w) ERY [x+y=0,z+1 = O}. Determine uma transformacao
linear T:R* — R* tal que Nuc (T) = U e Im (T) = W;

(b) Considere (Z/5Z)* e seus subespagos W = ((1,0,1,1),(0,4,4,4))e U = {(x,y,z,w) € (Z/5Z)* | x + y =0,z + t = 0}. Determine uma transfor-
magdo linear 7: R* — R* tal que Nuc(7) =V e Im (T) = W;

(c) Determine uma base para o nticleo e uma base para a imagem da transformagao linear 7: C* — R? dada por T (x + yi,a + bi) = (x + 2a,—x + 2b).



10.

11.

12.

13.

14.

Solucao
(a) .
(b) .
(c) .

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre um mesmo corpo Fe 7: V' — W. Mostre que T é injetora se, e somente se, T leva subconjunto LI em subconjunto
LL

Solucao

Seja T C? — P, (C) a transformacao linear definida porT (1,0,0) =1+ ix2,T(0,1,00 =x+x2e7T(0,0,1) =i + x. Exiba uma férmula para T e decida
se T é um isomorfismo.

Solucao

Seja F um corpo e T:F? — F2 dada por T (x, y) = (x + y,x),V (x, y) € F2 Mostre que T é um isomorfismo e exiba uma féomula para 7.

Solucao

Considere as bases a = {1, I+x,1+ xz} de P, (R)e B = {(1,0),(i,0),(1,1),(1,i)} de C* como espagos vetoriais sobre R. Determine as coordenadas da
transformagdo linear T: P, (R) — C? dada por T (a + bx + ¢x?) = (a + bi, b + ci) com relagdo a base de L (P, (R), C?) construida no Teorema 2-(ii) da
Aula 9.

Solucao

*

Considere a base o = {(1,0,—1),(1,1,1),(2,2,0)} de C? como espaco vetorial sobre C. Determine a base dual «* de (C3)



15.

16.

17.

Solucao

Considere T:R? — R* dada por T (x,y) = (2x + 3y, y — x,3x) easbases &« = {(1,2),(2,—1)} deR*e f = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R3.

Calcule [T]g, [T]5' e [T];, onde e, é a base canonica de R? e e, é a base candnica de R®.

Solucao

Sejam T:R?* — P, (R) e G: P, (R) — R? transformagdes lineares tais que

1 2 -1 11 2
Tl3=11 0 —1| e [Gi=|1 -1 0
0 -1 0 -1 1 2

onde o = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)} é base de R e B = {1, 1+x,1+ xz} é base de P, (R). Determine bases para Nuc(7),Im(T),Nuc(GoT) e
Im(GoT).

Solucao

Seja T': Mz (C) = My, (C) a transformacao linear definida por
gE i B
zZ w z—w 0
(a) Determine a matriz [T] de T com relacdo a base candnica e;

dk O e A 1

(b) Determine a matriz de 7' com relacdo a base

(c) Exiba a matriz M tal que [T]g = M~ [T] M.

Solucao
(a)
(b)
(c)



18. Seja T: Maxa (Z)TZ) — Maxa (Z/7Z) a transformacao linear definida por

T 0-[.
z w z 4 6w

(a) Determine a matriz [T] de T com relacdo a base candnica e;

(b) Determine a matriz de 7' com relagdo a base

—_—

c

|
— e
1
Sl =l
—| Ol

19. Seja T': Moy (Z)TZ) — Maxa (Z/7Z) a transformagdo linear definida por

T[x y]: 6_
zw z + 6w

(a) Determine a matriz [T] de T com relacédo a base candnica e;

[

—|
=l
| I
1

(c) Exiba a matriz M tal que [T]g = M~ [T] M.

(b) Determine a matriz de T com relacdo a base

—| Ol
—| =]

—| Ol
=T
1
1

(c) Exiba a matriz M tal que [T]g = M~ [T] M.

Solucao
(a)
(b)
(c)

=

—l <2l

—| Ol

20. Seja T: Q* — Q* uma transformagdo linear cuja matriz com relagdo a base canonica seja

| 2l

(=l )]

| I
N —

—| =]



(a) Determine T (x, y,z);
(b) Qual é a matriz do operador linear 7' com rela¢do a base « = {(—1,1,0),(1,—-1,1),(0,1,-1)}?

(c) Ooperador T é invertivel? Justifique!

Solucao
(a)
(b)
(c)



20. Exercicios de Fixacao (27/01/2021)
1. Mostre que T:R* — R? definida por T (x, y,z) = (x + 2y —z,—2x — 3y + z,2x + 2y — 2z) é diagonalizavel.

Solucao

2. Em cada um dos casos abaixo, decida se o operador linear 7: " — F" dado por sua matriz [T']4 € diagonalizavel.
de autovetores e sua forma diagonal.

(a) (c) (e)

—9 4 4

2 3

[_1 1], F=C —8 3 4|, F=R
~16 8 7

L 6 —3 —2 (f)
10 5 -3

Solucao

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
()

Em caso positivo, determine uma base

, F=17/13Z;

—2 -1 2
-3 0 2|, F=R
—8 —4 7

Al 5‘| N
S o o
vl S| wi



3. Seja T: V — V um operador linear com V' um espago vetorial de dimenséo finita sobre um corpo F. Mostre que:
(a) Se pr (x) possui todas as raizes com multiplicidade algébrica igual a 1, entdo T é diagonalizével;
(b) Se dim (Im (7)) = m, entdao T tem no maximo m + 1 autovalores;

(c) Sedim (V) =2eF = C, entdo a matriz de T é semelhante a uma das matrizes:

[g g], a.beC: [‘11 2] acC.

Solucgao

Mostre que se B, M € Myyxm (F), com M invertivel, entdo (M ~'BM)" = M~'B"M, para todo n € N;
(h) Calcule A", com n € N, onde
2 4
3 137V

(c) Seja

Dado n € N, determine B € M3y3 (C) tal que B" = A.

Solucao
(a)
(b)
(c)



5. Seja T: Q* — Q* um operador linear que tem como autovetores (3, 1) e (—2, 1) associados aos autovaloes —2 e 3, respectivamente. Calcule 7 (x, y).

Solucao

6. Seja T: Mo (R) = Myxs (R) um operador linear cuja matriz em relagdo a base

e={ ol o o} o 1 T

é dada por
1 -4 —2 -2
—4 -1 -2 =2
Tle=12 2 1 4|
2 2 4 1

Determine uma matriz M € M4 (R) tal que M [T pM ¢é diagonal.

Solugao

7. Considere o R-espago vetorial V de todas fungdes f:R — R infinitamente diferenciéveis. Seja W o subespago de V gerado pelas fungdes fi:x +— e,
faix > e**sen (x), f3:x > e** cos (x). Mostre que W é invariante pelo operador linear D: V — V definido por D (f) = f’, para todo f € V. Mostre
que B = {fi1, f2, f3} é uma base de W. Determine a matriz de D[y, em relagdo a base . Determine os autovaloes e autovetores de D. D é diagonalizavel?

Solucao

8. Seja T: V — V um operador linear, com V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo F. Mostre que:
(a) Se pr (x) = x", mostre que existe m > 1 tal que 7™ = 0;

(b) Se mr(x) = (x —A), mostre que T é diagonalizavel.



Solucao
(a)
(b)

9. Encontre todas as possibilidades para o polindmio minimal de um operador linear 7: R*> — R> com polindmio caracteristico:
(a) pr(x) =—(x—3)>(x—2)%
b) prx)=—x—-1)(x=-2)(x=3)(x—4)(x—5);
(¢) pr(x)=—(x—-1",m=>1.

Solucao
(a)
(b)
(c)



21. Exercicios de Fixacao (29/01/2021)

1. Determine a forma de Jordan de 7: C® — C° definida por

T (x,y,z,w,t,k) = 2x,x +2y,—x +2z,y 4+ 2w, x+y+z+w+2t,t —k).

Solucao

2. Encontre a forma de Jordan das seguinte matrizes

(a) (b) (c) (d)

0 -9 00 3 -1 1 =7
2__191:‘5‘ 1 6 00 9 -3 -7 -1
7 13 6 0 0 30 0 0 4 =8
0 0 0 3 0O 0 2 -4
A matriz de (d) esté sobre o corpo Z/13Z.
(a)
(b)
(c)
(d)
3. Mostre que as seguintes matrizes sdo semelhantes:
-1 0 0 =2 I 00 O
0 10 4 -1 1 0 0
-1 01 1 0O I 1 0
0 00 1 0 0 0 -1

Sl Ol &| oo

ol o 3l 5

N ol O 2

AN N O O



Solucao

4. Seja T: P, (R) = P, (R) dadopor T (p (x)) = p(x + 1).
(a) Determine a forma de Jordan de T’;

b) Paran = 4, encontre uma base 8 de P, (R) tal que [T']4 seja a forma de Jordan de 7.
a

)

(
(
(b)

5. Seja A uma matriz 9 x 9 cujo polinémio caracteristico é —(x — 3)Y’(x—2)%e cujo polindmio minimal é (x — 3)? (x —2)%. Dé as possiveis formas de Jordan
de A.

Solucao

6. Seja T: Mz (R) = Mjyxo (R) um operador linear cuja matriz em relagdo a base

e={li o}fo o} [0 1o

é dada por
3 -1 1 -7
9 -3 -7 —1
Tle=1o o 4 —s|
0 O 2 —4

Determine uma matriz M € Mxs (R) tal que M ~'[T]z M é a forma de Jordan de [T],.

Solucao

7. Determine, a menos de semelhanga, todas matrizes 3 x 3 complexas A tais que 4% = I5.



Solucao

8. Sejam n > 2 um inteiro positivo e B uma matriz n x n sobre um corpo F. Suponha que B” = 0 e B"~! # 0. Mostre que ndo existe uma n x n matriz A tal
2
que A = B.

Solugao

9. Seja A uma matriz 6 x 6 sobre R tal que A* — 842 4+ 16/ = 0. Quais sdo as possiveis formas de Jordan ndo semelhantes de A?

Solucgao
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A. Overview about Julia

En agosto del 2018 se lanz6 la versién definitiva LTS y actualmente estamos en la versién 1.5. 6.
Para ser eficiente, el desarrollo del lenguaje se plante6 como objetivos:

e No interpretable, sino compilable, uso de LLVM como compilador JIT (Just in time). La primera ejecucién va lenta porque compila y ejecuta, la segunda
va mucho mads rapido.

e Tipado de variables recomendado, pero no obligatorio.

e Aversion a las variables globales.

e Paralizaciéon. Cualquier bucle sera tan rdpido como una operacién vectorial.

e Desde un principio, se concibi6 para distribuir calculos entre distintos procesadores.
e Club del petaflop: Julia, C, C++, Java y Fortran.

e Modular, permite desarrollos independientes.

e Poliglota. Se puede invocar funciones de C, Fortran, R, Python, etc.

julia> 1/0
Inf

julia> 3"2#ans
9

julia>  eps()
2.220446049250313e-16

julia>  typeof(m)
Irrational{:m}

julia>  tan(m/4)
0.9999999999999999



julia> V3
1.7320508075688772

julia> ADD = 0x00ABO
0x00000ab0

Julia is a modern, expressive, high-performance programming language designed for scientific computation and data manipulation. Originally developed
by a group of computer scientists and mathematicians at MIT led by Alan Edelman, Julia combines three key features for highly intensive computing tasks
as perhaps no other contemporary programming language does: it is fast, easy to learn and use, and open source.

Algorithms for Optimization



B. LinearAlgebra from Julia

Nao hé necessidade de instalar nenhum programa, vocé s6 precisa de uma conta do Google e seguir as instrugdes do repositorio.

f(x) = x."2 +n

const ® kron

const X = sum # Although “sum™ may be just as good in the code.
# Calculate >_{j=1}"5 j™2

s([j"2 for j € 1:5])

Listing B.1: Programa main. j1.

B.1. Matrix calculus

For a comprensihve tutorial about Julia look
OLS regression coefficients=0.711.84

julia> using Pkg;Pkg.status()
Status “~/.julia/environments/v1.5/Project.toml’
[44d3d7a6] Weave v0.10.2

1julia_on_collab.ipynb


https://docs.julialang.org/en/v1/stdlib/LinearAlgebra
https://github.com/Dsantra92/Julia-on-Colab
https://colab.research.google.com/github/Dsantra92/Julia-on-Colab/blob/master/julia_on_collab.ipynb
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